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Conceitos Basicos

Definicdo de grafo
Grau de um vértice

Exemplo

Definicao 1.1

Um grafo é uma estrutura G = G(V, E) onde V = {v1,v2,...,vn}
€ um conjunto finito e ndo vazio, cujos elementos sdo denominados
vértices e E = {{v;,v;}, wv;,v; € V} é um conjunto de
subconjuntos a dois elementos de V' denominados arestas.
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Conceitos Basicos

Definicdo de grafo

Grau de um vértice
Exemplo

Definicdo 1.2

Se e = {u,v} € E, dizemos que a aresta e incide nos vértices u e
v, e também que os vértices u e v sdo adjacentes. O grau do
vértice v, denotado por d(v), é nimero de arestas que incidem em

V.
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Conceitos Basicos

Definicdo de
Grau de um vértice

Exemplo

Grafo ¢

Vi ey Vs
92 €3 ey
Vy e

5 Vs
e6
V4O
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Conceitos Basicos

Definicdo de graf
Grau de um vértice

Exemplo

Grafo ¢
vV \
1 e 3 V == {’Ul,’U2,'U3,'U4,’U5}7
E = {e1,ez,e3,¢e4,65 €6},
AR d(v) = 2,d(vs) =4,
v . d(vs) = 3,d(va) =1,d(v5) =2
s v (1.1)
66 ’
Va0
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Matriz de adjacéncia de um grafo

Defini¢ao 2.1
Seja G = G(V, E) um grafo com n vértices.
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Matriz de adjacéncia de um grafo

Defini¢ao 2.1
Seja G = G(V, E) um grafo com n vértices. A matriz de
adjacéncia A(G) de G é a matriz quadrada de ordem n cujas

entradas sdo

0 — 1, se{v;,v;} € E parav;, vj € V;
“ 0, nos outros casos.
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um g

Grafo ¢

Vi ey Vs
92 €3 e,
Vy e

5 Vs
e6
V4O

Leonardo Lima Teoria Espe

| de Grafos e Aplicagdes



Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Grafo ¢

01100
Vi e, Vs 1011 1
AG =110 0 1
e, e3 eq 01 0 0 O
01100
V.
2 65 VS
e6
Va0
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicao
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

e A(G) é sempre uma matriz real e simétrica, formada por 1’s e
O’s. Todos os seus autovalores sdo reais;

e Como o trago de A(G) é zero entdo seus autovalores somam
zero;

e A soma das entradas de cada linha de A(G) é igual ao grau
do vértice correspondente.
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Autovalor e Autovetor

Considere os seguintes elementos: v € R™ and v # 0 and A € R.
Seja A uma matrix tal que

Av = X\v

Ent3o, v é chamado de autovetor e )\ de autovalor associado a
matrix A.
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicao
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Definicdo 2.2

O polinémio caracteristico
pa(A) = det(A — A(G))

de A(G) é denominado polindmio caracteristico de G ;
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicao
Exemplo
Propriedades

Autovalor e Autovetor de um grafo

Definicdo 2.2

O polinémio caracteristico
pa(A) = det(A — A(G))

de A(G) é denominado polindmio caracteristico de G ;
A € dito um autovalor do grafo G quando \ é uma raiz de pg()).
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicao
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Definicdo 2.2

O polinémio caracteristico
pa(A) = det(A — A(G))

de A(G) é denominado polindmio caracteristico de G ;

A € dito um autovalor do grafo G quando \ é uma raiz de pg()).
Se A1 > Ao > -+ > )\ sdo os autovalores distintos do grafo G
com multiplicidades m(A1), m(\a), -+ ,m(\s) escrevemos

spect(G) = [ AP gD )
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Exemplo

Grafo G

v \Y
1 ey 3
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Exemplo

Grafo G

b

—~

)

S~—

Il
OO R =k O
_ == O
_= O O = =
OO OO
OO R =k O
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Matriz de adjacéncia de um grafo Definicdo
Exemplo

Propriedades
Autovalor e Autovetor de um grafo

Exemplo
Grafo G
01 1 00
1 01 11
AG)=]1100 1
. 01 0 0O
b 01100

4

pa(A) = A% — 623 — 42 4 2

spect(G) = | 2.685541)  0.33490(Y 0V —1.27133()  —1.74912(1)
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Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Definicao 3.1

E o grafo no qual quaisquer dois vértices distintos sdo adjacentes.
Notagdo: K, indica o grafo completo com n vértices.

Leonardo Lima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes



Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Exemplo 3.1
Matriz de adjacéncia do Kj:
01 1 11
1 01 11
AKs)=|1 1 0 1 1
1 1 101
1 1.1 10

spect(Ks) = | 4 1) ]
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Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Defini¢ao 3.2
G ¢ grafo regular de grau k ou k-regular quando todos os
vértices de G tém o mesmo grau k.

Um grafo 4-regular.
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Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Propriedades espectrais dos grafos regulares

— O O = = O
OO~ O K
O R P O~ ~=O
== 0O = = OO
— O R PP OO
O = = O O = =
el e
Il
o s s s e

=41
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Grafo Completo

Espectro de alguns tipos especiais de grafos @it Ll

Grafo Complementar

Definicao 3.3

O grafo complementar de um grafo G = G(V, E) € o grafo
G=G(V,E), onde V =V e{v;,v;} € E quando {v;,v;} ¢ E.
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Grafo Completo

Espectro de alguns tipos especiais de grafos @it Ll

Grafo Complementar

Definicao 3.3

O grafo complementar de um grafo G = G(V, E) € o grafo
G=G(V,E), onde V =V e{v;,v;} € E quando {v;,v;} ¢ E.

Um grafo e seu complementar.
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Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Espectro do complementar de um grafo k-regular

Proposicao 3.1
Seja G um grafo k-regular com n vértices. Se
k, Ao, Az, -+, Ap
sdo os autovalores de G entdo
n—1—k, —1—=Xy, =1—=2X3, -+, =1 =X,

s30 os autovalores de G. Além disso, G e G possuem os mesmos
autovetores.
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Grafo Completo
Grafo k-regular
Grafo Complementar

Espectro de alguns tipos especiais de grafos

Grafo bipartido

G = G(V, E) é um grafo bipartido quando existe uma particdo
do seu conjunto de vértices em 2 subconjuntos nao vazios e
disjuntos dois a dois (isto é, V =Y; UY5, com Y1 NY; = (), de
modo que as arestas de G sejam sempre da forma {p, ¢}, para p
em Y] e g em Ys. Assim, ndo hd vértices adjacentes em um mesmo
subconjunto da partic3o.

O grafo K3 4.
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Definicao 4.1

(1 e G4 sdo ditos grafos isomorfos quando existe uma
correspondéncia biunivoca entre seus conjuntos de vértices de
modo que as relagées de adjacéncia sejam preservadas.
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Definicdo
Exemplo
Grafos co-espectrais

Isomorfismo de Grafos

A correspondéncia biunivoca é:

f()=a, f(2) =0b, fB) =c, f(4)=4d, f(5) =e, f(6)=F,f(T)=9g,f(8) =h
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Definicdo
Exemplo
Grafos co-espectrais

Isomorfismo de Grafos

Polindmio caracteristico: pg, (A) = 28 — 1226 + 302* — 2822 +9
Espectro: [—3,—1() 1) 3]
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Veja que dois grafos isomorfos tém:
e mesmo numero de vértices e arestas;
e mesma sequéncia de graus;
e mesmo numero de ciclos de um dado tamanho;
e mesmo nlimero cromatico;
e mesmo tamanho de clique maximal;
e mesmo conjunto independente;
® mesmo espectro;

e outros.
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Definicdo 4.2

(1 e G4 sdo ditos grafos co-espectrais quando tém os mesmos
autovalores com as mesmas multiplicidades, isto €, quando
spect(G1) = spect(Ga) .
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Definicdo 4.2
(1 e G4 sdo ditos grafos co-espectrais quando tém os mesmos

autovalores com as mesmas multiplicidades, isto €, quando
spect(G1) = spect(Ga) .

Se dois grafos sdo isomorfos eles tém o mesmo espectro. A
reciproca dessa afirmag¢do nao é verdadeira em geral, como
ilustram os exemplos a seguir:
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Os dois grafos abaixo tém o mesmo polinémio caracteristico, a
saber, pg()\) = A% — 43, mas o grafo da direita tem um ciclo de
comprimento 4 e o outro n3o tem ciclos.

.-
5 O

Grafos co-espectrais com diferentes niimeros de
ciclos.
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Os dois grafos abaixo tém o mesmo polindmio caracteristico:

pa(N) = A+ 2)(A+ 12N = 1)2(\2 —2) - 6)

Grafos co-espectrais ndo isomorfos.

Espectro:[—2, —1() 1) 1 4 /7]
OBS: N3o existem grafos conexos co-espectrais com 5 vértices ou
menos.

Leonardo Lima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes



Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Menor tripla de grafos coespectrais ndo isomorfos.
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Definicdo
Exemplo

Isomorfismo de Grafos .
Grafos co-espectrais

Menor dupla de grafos coespectrais com grafos complementares
coespectrais.
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Definicdo
Exemplo
Espectro do laplaciano

Conectivi a

Conectividade ébrica e Vulnerabilidade de Redes
Parametros cldssicos d nectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Importancia

A matriz laplaciana de um grafo e, em especial, o maior e o
segundo menor autovalores dela, desempenham papel relevante em
diversas aplicagcdes.
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Definicdo
Exemplo
Espectro do laplaciano
Conect de algébrica

Conectividade A ica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicdo 5.1

Seja D a matriz diagonal dos graus dos vértices de um grafo G
(ou seja, a matriz D tal que D;; = d(v;)) e seja A a matriz de
adjacéncia de G . A matriz

L=D-A

€ chamada matriz laplaciana ou laplaciano do grafo G.
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Definicdo

Exemplo

Espectro do laplaciano

Conectividade algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade

RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

ima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes
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Definicdo

Exemplo

Espectro do laplaciano

Conectividade algébrica

Conecti Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade

RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

0
0
0
3
0

Il
OO OO W
O O OO
OO~ OO
—_ o o o O

0]

h

Il
O R Rk = O
SO = O O =
o O OO
_— O O = =
o= O OO

Logo,

~
Il
|

—_

SO = O N =
O O = O
()

—_ = O O O
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conectividade algébrica

Conectividade A ica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicdo 5.2

O espectro do laplaciano de G, denotado por ((G), € a
matriz-linha cujos elementos sio todos os autovalores de L
ordenados em ordem n&o-crescente.

Assim, se 1 > ... > pn S30 os autovalores de L entdo

UG) = (p1, - pim)-
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Definicdo
Exemplo
Espectro do laplaciano
Conectividade algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Exemplo

N N

Entdo temos ((G1) = (4,3,1,0) e ((G2) = (4,3,2,1,0,0,0).

| de Grafos e Aplicagdes
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conectividade algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicao 5.3

O pendltimo autovalor do laplaciano de G, ji,—1, é chamado
conectividade algébrica do grafo G e serd denotado de agora em
diante por a(G).
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano

Conectividade algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade

RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicdo 5.3

O pendltimo autovalor do laplaciano de G, ji,—1, é chamado
conectividade algébrica do grafo G e serd denotado de agora em
diante por a(G).

O maior autovalor do laplaciano de G, 1, € chamado indice do
laplaciano do grafo G.
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano

Conectividade algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade

RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

A conectividade algébrica desempenha um papel fundamental no
estudo de vulnerabilidade de redes. Fiedler (1973) mostrou que
a(G) = 0 se e somente se G é desconexo.

Além disso, o autovetor associado a a(G) é conhecido como
autovetor de Fiedler e estd associado a problemas praticos como o
de clusterizacdo em grafos.

Leonardo Lima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes



Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conect de algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Parametros classicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicao 5.4

A conectividade de vértices de um grafo, denotada por k(G), é
o menor nimero de vértices que, ao serem retirados, tornam o
grafo desconexo ou o grafo trivial.
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conect de algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Parametros classicos de conectividade
RelagGes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Definicao 5.4

A conectividade de vértices de um grafo, denotada por k(G), é
o menor nimero de vértices que, ao serem retirados, tornam o
grafo desconexo ou o grafo trivial.

Definicao 5.5

A conectividade de arestas, denotada por k'(G), é o menor
ndmero de arestas que, ao serem retiradas, tornam o grafo
desconexo .
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conect de algébrica

. . Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Matriz laplaciana - - S0 o
Pardmetros cldssicos de conectividade
Relagdes entre as conectividades

A conectividade algébrica e as conectividades de vértices e de
arestas estdo relacionadas de acordo com o resultado abaixo,
provado por Fiedler:

Proposi¢ao 5.1

Se G ndo € um grafo completo entdo a(G) < k(G) < K/ (G).

Leonardo Lima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes



Definicdo
Exemplo
Espectro do laplaciano
Conectivi Igébrica

Conectividade ébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
Relagdes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Como a conectividade de arestas é menor ou igual ao grau minimo
de um grafo, podemos reescrever a proposi¢cdo anterior
acrescentando uma desigualdade
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Definig

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conect de algébrica

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
Relagdes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Como a conectividade de arestas é menor ou igual ao grau minimo
de um grafo, podemos reescrever a proposi¢cdo anterior
acrescentando uma desigualdade

a(G) < k(G) < K'(G) < §(G).
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Definicdo

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conectividade al i

Conectividade Algébrica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
Relagdes entre as conectividades

Matriz laplaciana
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Definicdo

Exemplo

Espectro do laplaciano

Conectividade algébri

Conectividade Algébrica e bilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade

Relagdes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Exemplo 5.1

Este grafo tem conectividade algébrica a = 0,3820 e
k=K=6=1.
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Definicdo

Exemplo

Espectro do laplaciano
Conect de al i

Conectividade Alg ica e Vulnerabilidade de Redes
Pardmetros cldssicos de conectividade
Relagdes entre as conectividades

Matriz laplaciana

Exemplo 5.1
Este grafo tem conectividade algébrica a = 0,3820 e
k=K=6=1.

Kirkland et al. caracterizaram grafos G para os quais
a(G) = k(G).
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Agrupamento de Dados por Similaridade
Problemas de interesse

Agrupamento de Estrelas

Aplicacdes

Considere o grafo abaixo.

A conectividade algébrica é dada por: a(G) = 0.44. O autovetor
associado a a(G) é dado por
x = (—0.4647; —0.4647; —0.2610; 0.2610; 0.4647; 0.4647)" .
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Agrupamento de Dados por Similaridade
Problemas de interesse
Agrupamento de Estrelas

Aplicacdes

O autovetor associado a a(G) é dado por
x = (—0.4647; —0.4647; —0.2610; 0.2610; 0.4647; 0.4647)" .
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Agrupamento de Dados por Similaridade

Problemas de interesse
Agrupamento de Estrelas

Aplicacdes

As entradas positivas do vetor x formam o Grupo 1; as entradas
negativas do vetor x formam o Grupo 2.
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Agrupamento de Dados por Similaridade
Problemas de inter
Agrupamento de Est

Aplicacdes
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Agrupamento de Dados por Similaridade
Problemas de interesse
Agrupamento de Estrelas

Aplicacdes

Identificar similaridades entre clientes num banco de dados
(por exemplo da Credicard);

Avaliacdo de vulnerabilidade de redes;

Redes de co-autoria;

e Agrupamento de Estrelas em Astronomia.

Leonardo Lima Teoria Espectral de Grafos e Aplicagdes



Agrupamento de Dados por Similaridade
Problemas de interesse

Agrupamento de Estrelas

Aplicacdes

e Um dos desafios da Astronomia é, a partir de uma imagem de
uma regido do céu com diversas estrelas, segregar aquelas
pertencentes ao Open Cluster. Este problema é conhecido
como Stellar Cluster Membership Problem (SCM P).

e Os dados disponiveis s3o as posicdes x-y das estrelas no plano,
advindas de imagens fornecidas por telescépios, assim como
os parametros fotométricos das mesmas. Estes pardmetros
fotométricos estao relacionados com as medidas de magnitude
de cada estrela em cada comprimento de onda da banda
passante.
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Agrupamento de Dados por Similaridade
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